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Calcolo letterale, equazioni, sistemi lineari 
 
 
4.1 Monomi 
 
 Si dice monomio un’espressione algebrica in cui compaiono solo le operazioni di 
moltiplicazione e divisione. Ad esempio sono monomi le seguenti espressioni: 
(4.1)  3232 7   , 
2
1   , 5 xaabyx − . 
 Ogni monomio è composto da un fattore numerico che viene detto coefficiente 
del monomio (i coefficienti numerici dei monomi in (4.1) sono 7 ,
2
1 ,5 − ), e da 
fattori letterali, che costituiscono la parte letterale del monomio (in (4.1) le parti 
letterali dei monomi sono: x2 y, ab3, a2 x3 ). 
 Si dice grado di un monomio rispetto ad una lettera il valore dell’esponente con 
cui la lettera considerata compare nel monomio; si dice invece  grado (complessivo) 
del monomio il valore ottenuto sommando gli esponenti di tutte le lettere del 
monomio. Ad esempio il primo monomio in (4.1) ha grado 2 rispetto a x, è di primo 
grado rispetto a y, e ha grado complessivo uguale a 3; il secondo monomio è di 
primo grado rispetto ad a, di terzo grado rispetto a b, ed è di quarto grado 
complessivamente; il terzo monomio è di quinto grado complessivamente, di grado 
2 rispetto ad a, e di grado 3 rispetto ad x. 
 Due o più monomi si dicono simili se hanno la stessa parte letterale, cioè se in 
essi compaiono le stesse lettere e ciascuna di queste possiede le stesso esponente nei 
vari monomi. Ad esempio monomi simili sono i seguenti: 
(4.2)  - a2 b3 c  ,   5 c a2 b3  ,   - 12 b3 a2 c. 
 La somma è definita solo tra monomi simili: si realizza sommando i coefficienti 
numerici e lasciando inalterata la parte numerica (comune ai monomi di partenza, in 
quanto simili): dunque la somma tra monomi simili è un monomio simile agli 
addendi che ha come coefficiente la somma dei coefficienti. Ad esempio la somma 
tra i monomi in (4.2) è: 
 - a2 b3 c + 5 c a2 b3 - 12 b3 a2 c = (- 1 + 5 - 12) a2 b3 c = - 8 a2 b3 c. 
 Il prodotto e la divisione tra monomi sono definite tra monomi qualsiasi e si 
eseguono applicandole sia ai coefficienti, sia alle parti letterali: per queste ultime 
vanno utilizzate le proprietà delle potenze (si veda il paragrafo 3.1); per calcolare la 
potenza di un monomio (caso particolare del prodotto), si deve calcolare la potenza 
del coefficiente, poi quella della parte letterale, applicando la proprietà delle potenze 
relativa alla potenza di un’altra potenza. Si faccia riferimento, come chiarimento di 
quanto esposto, all’esempio 4.1. 
 
Esempio 4.1 
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4 2 3 3 4 2 3 3 5 5 4a b c ab c x a a b b c c x a b c x; 
(b) 12x2 yz4 : (- 3xyz2) = - 4 xz2 ; 
(c) (- 2x3yz4)5 = (- 2)5 (x3)5 (y)5 (z4)5 = - 32 x15 y5 z20 . 
 
 
 
 
4.2  Massimo comune divisore e minimo comune multiplo tra  
 monomi 
 
 Si dice massimo comune divisore, indicato con l’abbreviazione M.C.D., tra due o 
più monomi, il monomio divisore col coefficiente e il grado più grandi che i 
monomi considerati hanno in comune. 
 Per determinare il coefficiente del monomio M.C.D. si determina il massimo 
comune divisore tra i coefficienti, se questi sono tutti numeri interi (con le note 
regole dell’aritmetica dei numeri interi), altrimenti lo si considera uguale a 1; per 
determinare invece la parte letterale del M.C.D., si considerano le lettere comuni a 
tutti i monomi dati, col minimo esponente con cui queste compaiono. Calcoliamo, 
ad esempio, il M.C.D. tra i seguenti tre monomi: 
   2 63 2 4 3 2 2 3a x y ax y a xy,    ,   18 . 
 Essendo i coefficienti numeri interi, si scompongono in fattori primi, per 
calcolare il coefficiente del M.C.D.: 
   2 2 6 2 3 ,= = × × ,     18 = 2 32. 
 Poiché l’unico fattore comune alle tre scomposizioni è 2, questo costituirà il 
coefficiente del M. C. D.. Per quanto riguarda la parte letterale del M. C. D., si 
considerano le lettere comuni, ossia a, x, y, con l’esponente più piccolo con cui 
compaiono, cioè, rispettivamente, con esponente 1, 1, 2. Pertanto il M. C. D. tra i 
monomi considerati è: 
   2 2axy . 
 Si noti che per calcolare la parte letterale del M. C. D. si usa lo stesso 
procedimento noto per il calcolo del M.C.D. tra numeri interi. Infatti il calcolo del 
massimo comune divisore tra 20 e 36, e di quello tra x2y e x2 z2, possono essere 
schematizzati come segue: 
20 2 2 5 2 5
36 2 2 3 3 2 3
2 2 2
2
2 2
2
2
2 2
2
= × × = ×
= × × × = ×
= × =
× × = ×
× × × = ×
= × =M C D
x x y x y
x x z z x z
M C D x x x. . . .
     
  
Se si considerano i seguenti monomi: 
   −15 25 402 3 4 2 2 2x y z x y z x y ,    ,    , 
il calcolo del loro M. C. D. può essere schematizzato nel modo seguente: 
   
15 3 5
25 5 5 5
40 2 2 2 5 2 5
5
2
3
2 3 4
2 2
2
2
= ×
= × =
= × × × = ×
=
× × × × × × × × = × ×
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M C D x x y x y
. .
. .
    
 
pertanto il M.C.D. tra i monomi considerati è: 5 2x y. 
 Dalla definizione di M.C.D. tra monomi si deduce che, assegnati alcuni monomi 
con coefficienti interi, dividendo ognuno di questi per il loro M.C.D., si ottiene un 
monomio con gli esponenti della parte letterale positivi (un tale monomio si dice 
intero1) e aventi coefficienti che sono numeri interi. Se infatti riconsideriamo i due 
esempi precedenti si ottiene: 
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Si dice minimo comune multiplo, indicato con l’abbreviazione m.c.m., tra due o 
più monomi, il monomio multiplo, col coefficiente e il grado più piccoli, che i 
monomi considerati hanno in comune. 
                                                            
1 Un monomio si dice fratto se compaiono divisioni tra le lettere, ossia se alcune 
lettere hanno esponente negativo (ad esempio x-1 yz e yz2 : x3 sono monomi fratti). Se 
invece l’unica operazione che compare nel monomio è la moltiplicazione, ossia se 
gli esponenti delle lettere sono positivi, il monomio si dice intero. Si ricordi che la 
definizione di grado di un monomio ha senso solo se questo è intero. 
 Per determinare il coefficiente del m.c.m., si determina il m.c.m. tra i coefficienti, 
se questi sono tutti numeri interi (con le note regole dell’aritmetica dei numeri 
interi), altrimenti lo si considera uguale a 1; per ottenere invece la parte letterale del 
m.c.m. si considerano le lettere comuni e non comuni a tutti i monomi dati e col 
massimo esponente con cui queste compaiono. Ad esempio, se si considerano i tre 
monomi: 
    2 63 2 4 3 2 2 3a x y ax y a xy  ,      ,    18  
il loro m.c.m. è: 
    18 3 3 4a x y . 
 Se invece si considerano i monomi: 
   −
3
4
62 3 4x y x y xyz  ,      ,    15  
il loro m.c.m. è x y z4 3 . 
 
 
 
 
4.3 Polinomi 
 
 Si dice polinomio ogni somma algebrica di due o più monomi non simili. Ad 
esempio la seguente espressione: 
4 6 2 82 2 2 3x y xy x y xy− + −   
è un polinomio. 
 Si dice grado di un polinomio rispetto ad una lettera il massimo grado con cui la 
lettera in questione compare all’interno dei monomi che costituiscono gli addendi 
del polinomio considerato (ad esempio il polinomio sopra è di 2° grado rispetto ad x, 
ma di 3° grado rispetto ad y). 
 Si dice grado complessivo di un polinomio il massimo grado complessivo tra 
quelli dei suoi addendi (ad esempio il polinomio sopra è di 4° grado). 
 Un polinomio di primo grado rispetto ad ogni lettera che in esso compare si dice 
lineare rispetto ad ogni lettera; se invece ogni monomio che costituisce il polinomio 
ha grado complessivo uguale a 1, allora il polinomio si dice lineare (ad esempio 
3 5 7x y+ −  è lineare, e lo è anche rispetto a x e a y). 
 Un polinomio i cui addendi sono monomi dello stesso grado si dice omogeneo 
(ad esempio 2 2 52 2x xy y− +  è un polinomio omogeneo di 2° grado; 
8 3 64 2 2 3 3x x y xy x y− − +  è un polinomio omogeneo di 4° grado). 
 Un polinomio in cui ogni lettera che vi compare ha esponente positivo si dice 
intero2, altrimenti si dice fratto. Ad esempio i seguenti polinomi: 
                                                            
2 Un polinomio si dice intero se i suoi addendi sono tutti monomi interi, se invece 
almeno uno di questi è fratto, allora il polinomio si dice anch’esso fratto. 
   
1
3
2 5 5 34 3 2 2 1 2 2x x y x y x y x y+ + +− −   ,      
sono rispettivamente intero e fratto. 
 Un polinomio può essere indicato con P x y z( , , , )… , ossia elencando, tra 
parentesi, le lettere che in esso compaiono. Perciò quando nel seguito si considererà 
un polinomio nelle sola lettera x, questo verrà indicato  con P x( ) . 
 Si dicono zeri di un polinomio P x( )  quei valori che sostituiti alla variabile x 
annullano il polinomio. Ad esempio i numeri 3 e 4 sono zeri del seguente polinomio: 
   P x x x( ) = − +2 7 12 
infatti si ha: 
   P( )3 3 7 3 12 02= − × + =  
   P( )4 4 7 4 12 02= − × + = . 
 Si ricorda infine che un polinomio ammette, nell’insieme dei numeri reali, un 
numero di zeri minore o uguale al suo grado. Inoltre un polinomio può anche non 
avere zeri reali (ad esempio x 2 4+  non ha zeri reali). 
 La somma tra due o più polinomi si ottiene sommando tra loro i monomi addendi 
dei polinomi assegnati, cioè sommando i termini simili. Ad esempio se si 
considerano i seguenti polinomi: 
   P(x, y) = - 2 x2 + 4xy - 7y2 
   Q(x, y) = 3x2 - 3xy - 4y2 
la loro somma è: 
 P(x, y) + Q(x, y) = (- 2 x2 + 3x2) + (4xy - 3xy) + (- 7y2 - 4y2) = x2 + xy - 11y2 
mentre la loro differenza è: 
 P(x, y) - Q(x, y) = (- 2 x2 - 3x2) + (4xy + 3xy) + (- 7y2 + 4y2) = - 5x2 + 7xy - 3y2 . 
 Per calcolare il prodotto tra un polinomio e un monomio, si deve moltiplicare il 
monomio per ogni addendo del polinomio; per eseguire il prodotto di due polinomi 
si moltiplica ogni monomio del primo polinomio per ogni addendo del secondo: 
dunque basta applicare, in ogni moltiplicazione che coinvolge almeno un polinomio, 
la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma (si veda il paragrafo 2.4). 
Ad esempio si ha: 
   3xy (2x2 - 7xy + 4y2) = 6x3y - 21x2y2 + 12xy3 
e 
   (3x2y - 7y3)(- xy + x2) = - 3x3y2 + 3x4y + 7xy4 - 7x2y3 . 
 
 
 
4.4 Prodotti notevoli 
 
 Si richiamano le principali formule relative a prodotti notevoli tra polinomi, 
fornendo per ciascuna un esempio: 
 -  prodotto della somma per la differenza di due monomi: 
   ( )( )a b a b a b+ − = −2 2; 
ad esempio: 
   ( )( )6 2 6 2 36 42 2 2 2 2 4xy ab xy ab x y a b+ − = − ; 
 -  quadrato di un binomio (polinomio con due termini): 
   ( )a b a ab b± = ± +2 2 22  
pertanto il quadrato di un binomio è un trinomio (cioè un polinomio con tre termini) 
che si ottiene sommando il quadrato del primo termine, il doppio prodotto del primo 
per il secondo termine e infine il quadrato del secondo termine. Si noti poi che il 
segno del doppio prodotto è positivo se i due monomi sono concordi (cioè hanno lo 
stesso segno), mentre è negativo se sono discordi (cioè hanno segno diverso); ad 
esempio: 
   
1
2
3
1
4
3 92 3
2
4 2 3 3 2 6x y xz x y x yz x z−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ = − +  ; 
 - quadrato di un trinomio: 
   ( )a b c a b c ab ac bc± ± = + + ± ± ±2 2 2 2 2 2 2 ; 
ad esempio: 
 ( )2 3 2 9 4 12 62 3 2 2 2 4 2 6 2 2 3 4 2x yz xy x y z x y xyz x y xy z− + = + + − + − ; 
 - cubo di un trinomio: 
   ( )a b a a b ab b± = ± + ±3 3 2 2 33 3  
pertanto il cubo di un binomio è un quadrinomio (cioè un polinomio con quattro 
termini) che si ottiene sommando il cubo del primo termine, il triplo prodotto tra il 
quadrato del primo termine e il secondo addendo, quindi il triplo prodotto tra il 
quadrato del secondo termine e il primo termine, infine il cubo del secondo addendo; 
ad esempio: 
   ( )2 3 8 36 54 272 3 3 3 4 2 4 3 6x xy x x y x y x y− = − + − ; 
 - somma o differenza di cubi: 
   ( )( )a b a ab b a b± + = ±2 2 3 3∓  
ad esempio: 
   ( )( )2 3 4 6 9 8 272 2 2 4 3 6x y x xy y x y− + + = − . 
 
 
 
 
 
4.5 Divisione tra polinomi 
 
 La divisione tra polinomi segue lo stesso ragionamento della divisione tra due 
numeri, e quindi, per ottenere un quoziente intero occorre che il dividendo abbia un 
grado superiore o uguale a quello del  divisore. E’ necessario inoltre ordinare i 
polinomi secondo le potenze decrescenti della variabile (che assegna il grado al 
polinomio) e si pongono il dividendo e il divisore nello schema di risoluzione, 
lasciando spazi vuoti (o scrivendo zero) in corrispondenza ad eventuali potenze della 
variabile suddetta che non compaiono nell’espressione dei polinomi considerati (in 
quanto aventi coefficiente nullo). Ad esempio se si considerano i polinomi seguenti: 
   
2)(
1326)(
2
342
+−=
++++−=
xxxB
xxxxxA
 
la divisione di A(x) per B(x) si imposta scrivendo: 
 
   x4 + 3x3 - 6x2 + 2x +1          x2 - x + 2 
 
 
 
mentre se si considerano: 
   
C x x x
D x x
( )
( )
= + +
= −
3 2 1
1
3
 
la divisione di C(x) per D(x) si imposta scrivendo: 
 
   3x3 + 0x2 + 2x + 1          x - 1 
 
 
 
 
 In ogni passaggio, si impiegano tanti termini quanti sono quelli del divisore; si 
inizia col dividere il primo termine del dividendo per il primo termine del divisore; il 
risultato ottenuto viene scritto sotto il divisore: nel primo esempio sopra 
x
x
x
4
2
2= . 
 Quindi si moltiplica il monomio ottenuto, x 2 , per ogni termine del divisore e si 
scrivono i risultati ottenuti sotto i termini simili del dividendo. A questo punto si 
esegue la sottrazione tra i termini simili, ottenendo l’annullamento del termine con 
esponente maggiore. Infine si riscrivono i termini del dividendo, non ancora 
considerati, a fianco del risultato della sottrazione e si ripetono sul polinomio così 
ottenuto tutte le operazioni ora descritte per il dividendo. Si ottiene pertanto, 
considerando i polinomi del primo esempio sopra, il seguente schema di divisione: 
 
   x4 + 3x3 - 6x2 + 2x2 + 1                 x2 - x + 2 
            x4 - x3   + 2x2 
                                      4x3  - 8x2 + 2x                         x2 + 4x - 4 
                                      4x3 - 4x2   + 8x    
                                            - 4x2   - 6x  + 1 
                                            - 4x2   + 4x  - 8 
 
                                                     - 10x + 9 
 
 
 
 
 L’operazione di divisione termina nel momento in cui il polinomio ottenuto per 
differenza è di grado inferiore a quello del divisore. 
 Se indichiamo nel modo seguente i polinomi coinvolti nella divisione precedente 
e cioè, rispettivamente, dividendo, divisore, quoziente e resto: 
   
A x x x x x
B x x x
Q x x x
R x x
( )
( )
= + − + +
= − +
+ −
4 3 2
2
2
3 6 2 1
2
4 4( ) =  
( ) = -10 + 9
 
 
risulta verificata la seguente identità: 
 
 (4.3)  A x B x Q x R x( ) ( ) ( ) ( )= × +  
cioè: 
x x x x x x x x x4 3 2 2 23 6 2 1 2 4 4+ − + + = − + × + −( ) ( ) -10 +9. 
 
 Si considerano ora i seguenti polinomi: 
   
A x x x x
B x x x
( )
( )
= − + −
= + −
4 3 2
2
3 1
2
 
 Dividendo A(x) per B(x) si ha: 
 
   x4 - 3x3 + x2 + 0x  - 1                     x2 + x - 2 
            x4 + x3  - 2x2 
                                     - 4x3 + 3x2 + 0x                         x2 - 4x + 7 
                                     - 4x3  - 4x2 + 8x    
                                               7x2   - 8x  - 1 
                                               7x2  + 7x  - 14 
 
                                                     - 15x + 13 
 
 Quindi il quoziente e il resto ottenuti sono: 
   Q x x x
R x x
( ) =  
( ) = -15 +13
2 4 7− +  
e verificano l’uguaglianza (4.3), cioè si ha: 
   x x x x x x x x4 3 2 2 23 1 2 4 7− + − = + − × − +( ) ( ) -15 +13. 
 
 Consideriamo infine i seguenti polinomi: 
   
A x x x x x
B x x x
( )
( )
= − + − +
= − +
2 11 25 22 6
2 3 1
4 3 2
2
 
 Lo schema di divisione risulta il seguente: 
 
   2x4 - 11x3 + 25x2 - 22x + 6            2x2 - 3x + 1 
            2x4 - 3x3   + x2 
                                                                                       x2 - 4x + 6 
                                      - 8x3 + 24x2  - 22x                                                               
                                      - 8x3 + 12x2  - 4x  
   
                                                12x2   - 18x  + 6 
                                                12x2   - 18x  + 6 
 
                                                                      0 
 
 Poiché il resto è nullo, si dice che il polinomio A(x) è divisibile per il polinomio 
B(x) e, indicando con Q(x) il quoziente x x2 4 6− + , si scrive: 
   A x B x Q x( ): ( ) ( )=  oppure A x B x Q x( ) ( ) ( )= ⋅ . 
 
 Si considera ora un altro metodo per eseguire la divisione tra polinomi: la regola 
di Ruffini. Innanzitutto è più restrittiva, poiché si applica solo quando il divisore è un 
binomio di 1° grado del tipo  x - a. 
 Si illustra in cosa consiste tale regola considerando i seguenti esempi. 
 
 Esempio 4.2 
 I due polinomi seguenti costituiscono, rispettivamente, il dividendo e il divisore 
della divisione che si intende eseguire: 
A x x x x x
B x x
( )
( )
= − + − +
= −
2 4 3 2 5
3
4 3 2
 
 Per cominciare, si scrivono i coefficienti del dividendo A(x), con i termini 
ordinati in modo decrescente rispetto agli esponenti di x (inserendo uno zero al posto 
di ogni potenza di x che non compare nell’espressione del polinomio),  e il numero a 
= 3 che compare in B(x) nello schema seguente: 
      
    2 - 4 + 3 - 2  + 5 
 
   3 
 
 
 
(si presti attenzione alla posizione del termine noto del dividendo e al cambiamento 
di segno del termine noto del binomio divisore). 
 A questo punto si riscrive  il coefficiente più a sinistra come indicato nello 
schema seguente e tale numero viene moltiplicato per a = 3; il risultato di tale 
moltiplicazione si scrive sotto il coefficiente che compare immediatamente a destra 
di quello precedentemente considerato, col quale viene quindi sommato: il risultato 
di tale somma viene scritto sotto la linea orizzontale dello schema: 
 
    2 - 4 + 3 - 2  + 5 
 
 
   3  6 
    
    2 2    
 
  
 L’operazione sopra descritta va ripetuta fino ad ottenere un numero nell’ultima 
riga a destra della seconda linea verticale dello schema, cioè: 
 
    2 - 4 + 3 - 2  + 5  
 
 
   3  6 6 27 75 
    
    2 2  9 25 80 
 
 Il numero ottenuto in basso a destra nello schema è il resto della divisione, 
mentre i numeri che compaiono nell’ultima riga tra le due linee verticali sono i 
coefficienti del quoziente, il cui grado è inferiore di un’unità  rispetto a quello del 
dividendo. Pertanto il quoziente e il resto della divisione eseguita con la regola di 
Ruffini sono i seguenti: 
   
Q x x x x
R x
( ) = 2 + 2 
( ) = 80
3 2 9 25+ +
 
 La (4.3) diventa, in questo caso: 
  2 4 3 2 5 2 2 9 25 34 3 2 3 2x x x x x x x x− + − + = + + + × −( ) ( ) +80. 
 
 Nel caso in cui, dividendo A(x) per x - a,  il resto sia uguale a zero, si scrive, per 
la (4.3): 
(4.4)  A x x a Q x( ) ( ) ( )= − ×  
e il polinomio A(x)  si dice divisibile per il binomio x - a. Si veda l’esempio 4.3. 
 
 
 Esempio 4.3 
 Siano: 
   
A x x x x x
B x x
( )
( )
= − − − +
= −
4 3 23 2 9 4
4
 
Dividendo A(x) per B(x) con la regola di Ruffini si ha: 
 
 
    1 - 3 - 2 - 9  4 
 
 
   4  4 4 8 - 4 
    
    1 1  2 - 1 0 
 
 
Il quoziente e il resto sono quindi i seguenti: 
   
Q x x x x
R x
( ) = +  
( ) = 0
3 2 2 1+ −
 
pertanto la (4.4) diventa: 
   x x x x x x x x4 3 2 3 23 2 9 4 2 1 4− − − + = + + − × −( ) ( ) 
e quindi si può concludere che A(x) è divisibile per B(x). 
 
 Il resto della divisione di un polinomio A(x) per un binomio del tipo x - a può 
essere determinato senza bisogno di eseguire la divisione, ma semplicemente 
calcolando il valore di A(x)  in corrispondenza ad x = a: è quanto afferma il Teorema 
del Resto:  
 Il resto della divisione di un polinomio A(x) per un binomio della forma x - a è 
uguale ad A(a) e cioè al valore del polinomio quando ad x venga sostituito il 
termine noto del binomio divisore, cambiato di segno. In simboli si ha: 
   A(a) = R. 
 Come corollario del teorema del resto si ha: 
 condizione necessaria e sufficiente perché un polinomio A(x) sia divisibile per un 
binomio della forma x - a è: A(a) = 0. In simboli: 
   R  = 0 ⇔ A(a) = 0. 
 
 Riconsiderando gli esempi 4.2 e 4.3 si ha, rispettivamente: 
   R A= = × − × + × − × + =( )3 2 3 4 3 3 3 2 3 5 804 3 2  
   R A= = − × − × − × + =( )4 4 3 4 2 4 9 4 4 04 3 2 . 
 
 
 
4.6 Scomposizione di polinomi 
 
 Un polinomio P(x) si dice scomponibile in prodotto di fattori se esistono almeno 
due polinomi P1 (x) e P2 (x) tali che sia: 
   P(x) = P1 (x) P2 (x). 
 Ad esempio il lettore può verificare che: 
(4.5)  5x3 - 13x2 - 8x + 28 = (x - 2)2(5x + 7) 
cioè il polinomio che compare al primo membro dell’uguaglianza è scomponibile 
nel prodotto di due fattori: x - 2 elevato al quadrato e 5x + 7. 
 Un polinomio si dice primo se non è possibile scomporlo in fattori. 
 Esempi di polinomi primi sono: 
 - polinomi di primo grado con coefficienti sono primi tra loro sono primi, ad 
esempio: 3x - 7 ,  a + b - c ,  2x + 1; 
 - somme di due quadrati del tipo: a2 + b2; 
 - trinomi di secondo grado del tipo: a2 ± ab + b2. 
 Un polinomio si dice scomposto in prodotto di fattori primi se i polinomi in cui è 
stato scomposto sono primi. 
 Per esempio in (4.5) il polinomio al primo membro risulta scomposto in fattori 
primi, in quanto x - 2 e 5x + 7 sono polinomi di primo grado primi. Mentre se si 
considera: 
(4.6)  3x3 - 4x2 - 3x + 4 = (x2 - 1)(3x - 4) 
il polinomio al primo membro è scomposto nel prodotto del fattore primo 3x - 4 e 
del fattore x2 - 1 che non è primo in quanto il lettore può verificare che: 
   x2 - 1 = (x - 1)(x + 1). 
 Si richiamano ora alcune tecniche per scomporre un polinomio nel prodotto di 
fattori primi. 
 
 Raccoglimento a fattor comune totale: si realizza mettendo in evidenza il 
M.C.D. tra i monomi costituenti il polinomio. 
 
Esempio 4.4 
 Si consideri il polinomio: 4x2 - 6xy + 2x. 
 Il M.C.D. tra i monomi costituenti il polinomio è 2x. Dunque, applicando la 
proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma, si ha: 
   4x2 - 6xy + 2x = 2x(2x - 3y + 1) 
cioè il polinomio assegnato si esprime come prodotto tra il M.C.D. dei monomi e il 
polinomio i cui termini si ottengono dividendo ogni monomio del polinomio 
assegnato per il M.C.D.. 
 
 Raccoglimento a fattor comune parziale o a gruppi: nei casi in cui il M.C.D. 
tra i monomi costituenti il polinomio da scomporre è uguale a 1, può essere possibile 
ottenere una scomposizione in fattori partendo da un raccoglimento a fattor comune 
limitato solo ad alcuni termini del polinomio. Un polinomio del tipo seguente: 
   ab + ac + mb + mc 
può essere scomposto raccogliendo tra i primi due addendi il loro M.C.D. = a e tra 
gli ultimi due termini il loro M.C.D. = m, cioè: 
   a(b + c) + m(b + c) , 
poi eseguendo un raccoglimento a fattor comune totale della quantità b + c comune 
ai due termini ottenuti: 
   (b + c)(a + m). 
 
 
Esempio 4.5 
 Si consideri il polinomio: a2 + b2 - a2b - b3. 
 Raccogliendo 1 tra i primi due termini e -b tra gli ultimi due termini del 
polinomio assegnato, si ha: 
   a2 + b2 - a2b - b3 = (a2 + b2) - b (a2 + b2) =  (a2 + b2)(1 - b). 
  
 Utilizzo dei prodotti notevoli: si applicano i prodotti notevoli riportati nel 
paragrafo 4.4. 
 Nel caso in cui il polinomio che si vuole scomporre sia costituito da due soli 
addendi si ha: 
(4.7)  a2 - b2 = (a + b)(a - b) 
(4.8)  a3 ± b3 = (a ± b)( a2 ∓  ab + b2)     
(4.9)  a4 - b4 = (a2 + b2) (a2 - b2) = (a2 + b2)(a + b)(a - b). 
 
Esempio 4.6 
 Si consideri il polinomio: 3a2b - 27b. 
 La sua scomposizione in fattori primi è: 
   3a2b - 27b = 3b(a2 - 9) = 3b(a - 3)(a + 3). 
 
Esempio 4.7 
 Si consideri il polinomio: 40x4 + 135x. La sua scomposizione in fattori primi è: 
   40x4 + 135x = 5x(8x3 + 27) =  5x(2x + 3)(4x2 - 6x + 9). 
  
 Nel caso in cui il polinomio che si vuole scomporre sia costituito da tre addendi 
si può utilizzare: 
(4.10)  a2 ± 2ab + b2 = (a ± b)2 
se due termini del polinomio sono quadrati e l’altro è il doppio prodotto delle loro 
basi. 
 
Esempio 4.8 
 Si consideri il polinomio: 3xy + 6x2y + 3x3y. La sua scomposizione in fattori 
primi è: 
   3xy + 6x2y + 3x3y = 3xy(1+ 2x + x2) =  3xy(1+ x)2. 
 
 Nel caso in cui il polinomio che si vuole scomporre sia costituito da quattro 
addendi si può utilizzare: 
(4.11)  a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b3 = (a ± b)3 
se due termini del polinomio sono cubi e gli altri due termini sono tripli prodotti del 
quadrato di una loro base per l’altra. 
 
Esempio 4.9 
 Si consideri il polinomio: 8
1
27
4
2
3
6 3 4 2 2x y x y x y− − + . La sua scomposizione 
in fattori primi è: 
   8
1
27
4
2
3
6 3 4 2 2x y x y x y− − +  = 2
1
3
2
3
x y−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟ . 
 
 Nel caso in cui il polinomio che si vuole scomporre sia costituito da sei addendi 
si può utilizzare: 
(4.12)  a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc = (a + b + c)2 
se tre termini sono quadrati di monomi e gli altri tre termini sono doppi prodotti 
delle loro basi a due a due. 
 
Esempio 4.10 
 Si consideri il polinomio: 1 + 4x2 + y2 - 4x - 2y + 4xy. La sua scomposizione in 
fattori primi è: 
   1 + 4x2 + y2 - 4x - 2y + 4xy = (- 1 + 2x + y )2. 
 
Trinomi di secondo grado particolari: regola della somma e del prodotto. Se è 
assegnato un trinomio di secondo grado del tipo: 
   x2 + sx + p 
tale che esistono due numeri m ed n la cui somma è s e il cui prodotto è p, si ha: 
(4.13)  x2 + sx + p = (x + m)(x + n). 
 Infatti se esistono m, n tali che: m + n = s e m . n = p si ha: 
   x2 + sx + p = x2 + (m + n)x + mn = x2 + mx + nx + mn 
da cui, eseguendo prima un raccoglimento a fattor comune parziale, poi uno totale, 
si ha: 
   x2 + sx + p = x(x + m) + n(x + m) = (x + m)(x + n). 
 
Esempio 4.11 
 Si consideri il polinomio: x2 - 6x + 8. 
 Poiché il massimo comune divisore tra i termini è 1, non si deve eseguire alcun 
raccoglimento totale. Il trinomio assegnato non contiene due quadrati, per cui non è 
il quadrato di un binomio (quindi per la scomposizione del polinomio assegnato non 
si può applicare (4.10). Si cercano pertanto due numeri la cui somma sia - 6 e il cui 
prodotto sia  + 8. Tali numeri esistono e sono: - 2 e - 4. Dunque la scomposizione in 
fattori primi del polinomio assegnato è: 
   x2 - 6x + 8 = (x - 2)(x - 4). 
 
Scomposizione di polinomi utilizzando la regola di Ruffini 
 Si illustra tale tecnica di scomposizione attraverso l’esempio 4.12. Come il 
lettore potrà constatare, tale metodo è più complicato di quelli esposti 
precedentemente, quindi si consiglia il suo utilizzo solo nei casi in cui le altre 
tecniche non consentono di scomporre il polinomio assegnato. 
 
Esempio 4.12 
 Si consideri il polinomio: P(a) = 2a3 - a2 - 5a - 2. 
 Innanzitutto si cerca uno zero razionale del polinomio assegnato tra i divisori del 
termine noto - 2 e tra le frazioni che hanno come numeratore un divisore del termine 
noto - 2 e denominatore uguale ad un divisore del coefficiente del termine di grado 
maggiore, cioè di 2. Si considerano pertanto i numeri razionali: 
   1, -1, 2, -2, 
1
2
, - 
1
2
 
e si cerca tra questi un numero z tale che P(z) = 0, quindi uno zero del polinomio 
P(a): se esiste un tale numero razionale z, significa, per il corollario del teorema del 
resto, esposto nel paragrafo 4.5, che il binomio a - z è divisore di P(a) (in quanto il 
resto della divisione di P(a) per a - z è P(z) = 0). 
 Poiché si ha: 
   P(1) = 2 . 13 - 12 - 5 . 1 - 2 = - 6 ≠ 0 
1 non è uno zero di P(a). 
 Si considera ora - 1: 
   P(- 1) = 2 . (- 1)3 - (- 1)2 - 5 . (- 1) - 2 = 0 
dunque - 1 è una radice di P(a). 
 Si divide ora P(a) per  a - (- 1) = a + 1, utilizzando la regola di Ruffini: 
 
    2 - 1 - 5 - 2 
 
   - 1  - 2 3 + 2 
 
    2 - 3 - 2 0 
 
da cui si ottiene, per la (4.4), la seguente scomposizione di P(a): 
   P(a) = (a + 1)(2a2 -3a - 2). 
 Si applica di nuovo il metodo di Ruffini per scomporre il trinomio di secondo 
grado Q(a) = 2a2 -3a - 2. 
 Tra i numeri razionali 1, -1, 2, - 2, 
1
2
, - 
1
2
 si cerca uno zero di Q(a). Poiché 1 
non è uno zero di P(a), non può esserlo nemmeno di Q(a), pertanto si tralascia 1 e si 
considera -1: 
   Q(- 1) = 2 . (- 1)2 - 3(- 1) - 2 = 3 ≠ 0. 
 Visto che -1 non è radice di Q(a), si prova con 2: 
   Q(2) = 2 . 22 - 3 . 2 - 2 = 0 
dunque 2 è uno zero di Q(a). Dividendo Q(a) per a - 2, con la regola di Ruffini, si 
ha: 
    2 - 3 - 2 
 
   2  4 2 
 
    2 1 0 
 
e quindi, per la (4.4), si deduce: 
   Q(a) = (a - 2)(2a + 1) 
e quindi la scomposizione in fattori primi di P(a) è: 
   P(a) = (a + 1) (a - 2)(2a + 1). 
 
4.7 Equazioni di primo grado 
 
 Si dice equazione nell’indeterminata x un’uguaglianza del tipo: 
(4.14)  A(x) = B(x) 
dove A(x) e  B(x) sono polinomi la cui parte letterale è costituita da una potenza di x 
di grado qualsiasi. 
 Si dice soluzione della (4.14) ogni numero reale che, sostituito all’indeterminata 
x, rende vera l’uguaglianza (4.14) (cioè la rende un’identità). 
 Se si somma ad entrambi i membri della (4.14) la quantità - B(x) si ottiene 
un’equazione equivalente, nel senso che la nuova equazione: 
   A(x) - B(x) = 0 
ammette le stesse soluzioni della (4.14) (così facendo si applica il 1° principio di 
equivalenza delle equazioni, secondo il quale sommando o sottraendo, ad entrambi i 
membri di un’equazione, la stessa quantità, si ottiene un’equazione con le stesse 
soluzioni di quella originaria). Ponendo inoltre P(x) = A(x) - B(x) si ottiene 
un’uguaglianza del tipo: 
(4.15)  P(x) = 0 
che si dice equazione in forma normale. 
 Se, in particolare, P(x) è un polinomio di primo grado, cioè si ha: 
   P(x) = ax + b con a ≠ 0 
allora l’equazione (4.15), diventa: 
(4.16)  ax+b = 0 
e si dice di 1° grado o lineare rispetto ad x. 
 Per quanto riguarda le soluzioni della (4.16), si distinguono i tre casi seguenti: 
 (1) se  a≠ 0 l’equazione (4.16) è determinata, cioè ammette l’unica soluzione: 
   x = −
b
a
; 
 (2) se a = 0 e b ≠ 0 l’equazione (4.16) è impossibile, ossia non ammette soluzioni 
(in quanto nessun numero sostituito ad x rende vera l’uguaglianza  0.x+b=0); 
 (3) se a = b = 0 l’equazione (4.16) è indeterminata, ossia ammette infinite 
soluzioni (poiché ogni numero reale, sostituito ad x, rende vera l’uguaglianza 
0 0 0⋅ + =x ). 
 
Esempio 4.13 
 Si  consideri l’equazione: 
   
2 6
3
5 2
6
4
x x
x
−
=
−
− . 
 La sua forma normale è: 
   
2 6
3
5 2
6
4 0
x x
x
−
−
−
+ =  
da cui si ottiene, riducendo allo stesso denominatore: 
   
4 12 5 2 24
6
0
x x x− − + +
= . 
 Moltiplicando entrambi i membri dell’uguaglianza sopra per 6 (per il 2° 
principio di equivalenza delle equazioni, moltiplicando o dividendo entrambi i 
membri di un’equazione per la stessa quantità, si ottiene un’equazione equivalente 
alla precedente, ossia con le stesse soluzioni) si ha: 
   4 12 5 2 24 0x x x− − + + =  
da cui sommando i termini simili, si ottiene l’equazione seguente, del tipo (4.16): 
   23 10 0x − = . 
 Sommando 10 ad entrambi i membri dell’equazione sopra (applicando il 1° 
principio di equivalenza) si ha: 
   23 10x =  
 Infine, dividendo entrambi i membri dell’uguaglianza sopra per 23 (applicando il 
2° principio di equivalenza), si ottiene l’unica soluzione dell’equazione assegnata: 
   x =
10
23
. 
 
 
 
4.8 Equazioni di secondo grado 
 
 Se nella (4.15) si considera P(x) = ax bx c2 + +  con a ≠ 0, si ottiene 
l’uguaglianza: 
(4.17)  ax bx c2 + +  = 0 
detta equazione di secondo grado nell’indeterminata x. 
 Per quanto riguarda le soluzioni della (4.17) si distinguono i quattro casi 
seguenti: 
 (1) se a ≠ 0 e b c= = 0 si ottiene: 
(4.18)  ax2 = 0 
detta equazione monomia, la quale ammette due soluzioni entrambe nulle: 
   x x1 2 0= = . 
 (2) se a c, ≠ 0  e b = 0  si ottiene: 
(4.19)  ax c2 +  = 0 
detta equazione pura. Si studiano ora le sue soluzioni: 
 - se a e c hanno lo stesso segno, non esistono soluzioni reali della (4.19) (dunque 
l’equazione è impossibile in R) ma ne esistono due immaginarie opposte, cioè due 
soluzioni del tipo: 
   x i
c
a1 2,
= ± −  con  i = −1 detta unità immaginaria; 
 - se a e c hanno segno opposto, la (4.19) ammette due soluzioni reali opposte, 
ossia del tipo: 
   x
c
a1 2,
= ± − ; 
 (3) se a b, ≠ 0 e c = 0 si ottiene: 
(4.20)  ax bx2 +  = 0 
detta equazione spuria, che si risolve raccogliendo x a fattor comune, cioè: 
   x ax b( )+ = 0 
e applicando la legge dell’annullamento del prodotto: 
   x ax b= + =0 0  o   
da cui, essendo per ipotesi a ≠ 0, si ottengono le due soluzioni reali e distinte: 
   x x
b
a1 2
0= = −  ,    
(pertanto un’equazione spuria ammette sempre soluzioni reali, di cui una è nulla); 
 (4) se a b c, , ≠ 0  si ha: 
(4.21)  ax bx c2 + +  = 0 
detta equazione completa. Le sue soluzioni si calcolano con la formula risolutiva: 
(4.22)  x
b b ac
a1 2
2 4
2,
=
− ± −
 
dove la quantità sotto radice quadrata, che si è soliti indicare con la lettera greca Δ: 
   Δ = −b ac2 4  
è detta discriminante. 
 Il numero di soluzioni dell’equazione (4.21) dipende dal segno di Δ. Si 
distinguono infatti i casi seguenti: 
 (a) se Δ > 0 la (4.21) ammette due soluzioni reali e distinte:    
   x x x x1 2 1 2, ∈ ≠R ,    
che si determinano con la (4.22); 
 (b) se Δ = 0 la (4.21) ammette due soluzioni reali e coincidenti:   
   x x x x
b
a1 2 1 2 2
, ∈ = = −R ,   ; 
 (c) se Δ < 0 la (4.21) ammette due soluzioni complesse coniugate (non esistono 
soluzioni reali!) del tipo: 
   1con      
2
4 22
2,1 −=
−±−
= i
a
bacibx . 
 La formula risolutiva (4.22) si semplifica nel caso in cui il coefficiente b è un 
numero intero pari, cioè b = 2m con m intero. In tal caso l’equazione diventa: 
(4.23)  ax mx c2 2+ +  = 0 
e le sue soluzioni sono: 
(4.24)  x
m m ac
a1 2
2
, =
− ± −
 
in cui si ha m2 - ac = 
Δ
4
. 
 La formula risolutiva (4.24) si dice ridotta. 
 
Esempio 4.14 
 Si consideri l’equazione: 
   x x2 2 15− −  = 0 
di tipo (4.23). 
 Poiché si ha: 
   
Δ
4
1 15 16 0= + = >  
l’equazione considerata ha due soluzioni reali e distinte, così determinabili: 
x x x1 2 1 21 16 1 4 3 5, ,= ± = ± ⇒ = − =  . 
 
Esempio 4.15 
 Si consideri l’equazione: 
   16 8 12x x− + = 0. 
 Poiché il discriminante: 
   Δ = − =64 64 0  
l’equazione considerata ha due soluzioni reali e coincidenti, così determinabili: 
   x x1 2
8
32
1
4
= = = . 
 
Esempio 4.16 
 Si consideri l’equazione: 
   3 4 22x x− +  = 0. 
 Poiché si ha: 
   
Δ
4
4 6 2= − = −  
l’equazione considerata non ha soluzioni reali, ma due soluzioni complesse 
coniugate, così determinabili: 
   x
i
x
i
x
i
1 2 1 2
2 2
3
2 2
3
2 2
3
2 2
3,
,=
± −
=
±
⇒ =
−
=
+
    
dove si è posto i = −1 . 
 
 
 
4.9 Equazioni di grado superiore al secondo 
 
 Se nella (4.5) P(x) è un polinomio di grado n rispetto all’incognita x, allora 
l’equazione che ne risulta si dice di grado n. In alcuni casi si determinano le sue 
soluzioni abbassandola di grado: quando è possibile esprimere P(x) come prodotto 
di due o più fattori tutti di primo o di secondo grado, per risolvere P(x) = 0, basta 
applicare la legge dell’annullamento del prodotto e quindi risolvere le equazioni di 
primo o di secondo grado che così si ottengono, utilizzando quanto esposto nei 
paragrafi 4.7 e 4.8. Illustriamo tale procedimento con l’esempio 4.17. 
 
 
Esempio 4.17 
 Si consideri l’equazione di quarto grado: 
   x x x4 3 23 2 0− + = . 
 Si risolve abbassandola di grado, infatti può essere ricondotta a due equazioni di 
secondo grado. Ciò si realizza scomponendo P(x) attraverso il raccoglimento a fattor 
comune di x2 e quindi riscrivendo l’equazione assegnata nel modo seguente: 
   ( )x x x2 2 3 2 0− + = . 
 Quindi, applicando la legge dell’annullamento del prodotto, si ottengono le due 
equazioni di secondo grado: 
   
x
x x
2
2
0
3 2 0
=
− + =
 
 La prima equazione di secondo grado è monomia, quindi ammette due soluzioni 
entrambe nulle, mentre la seconda è completa e, risolta con la formula (4.22), 
fornisce le due soluzioni distinte: 
   x x x1 2 1 2
3 9 8
2
3 1
2
1 2, =
± −
=
±
⇒ = = ,   . 
 Pertanto le soluzioni dell’equazione assegnata sono le seguenti: 
   x x x x1 2 3 41 2 0 0= = = = ,    ,    ,   . 
 
 Si tratta ora un tipo particolare di equazioni di grado superiore al secondo: le 
equazioni biquadratiche. Queste sono equazioni del tipo (4.5) con P(x)=
ax bx c4 2+ +  e quindi: 
(4.25)  ax bx c4 2+ +  = 0 
 Si risolvono ponendo t x= 2  e quindi risolvendo rispetto a t la seguente 
equazione di secondo grado, utilizzando la formula (4.22): 
   at bt c2 0+ + = . 
 Ottenute le soluzioni t t1 2 ,    ,  di quest’ultima, si determinano le soluzioni 
dell’equazione assegnata risolvendo le due equazioni di secondo grado pure: 
   
x t
x t
2
1
2
2
=
=
 
 
Esempio 4.18 
 Si consideri l’equazione: 
   x x4 24 21 0− − = . 
 Si tratta di un’equazione del tipo (4.25), cioè biquadratica. Ponendo t x= 2 , si 
ottiene: 
   t t2 4 21 0− − = , 
che risolta (utilizzando la formula ridotta (4.24)) fornisce: 
   t t t1 2 1 22 4 21 2 5 3 , 7, = ± + = ± ⇒ = − =  . 
 Si ottengono quindi le due equazioni pure: 
   
x
x
2
2
3
7
= −
=
 
la seconda delle quali fornisce le due soluzioni reali: 
   x1 2 7, = ± , 
mentre la prima non ammette soluzioni reali, ma complesse coniugate: 
   x i3 4 3, = ± . 
 
 Altre equazioni di grado superiore al secondo facilmente risolubili sono le 
equazioni binomie: queste sono equazioni del tipo (4.5) con P(x) = ax cn + , dove  n 
è un numero naturale maggiore di 2, e a e c sono non nulli, ossia: 
(4.26)  ax cn +  = 0. 
 Per quanto riguarda le soluzioni reali della (4.26) si distinguono tre casi: 
 (1) se n è pari e a e c sono concordi (cioè sono entrambe positive, o entrambe 
negative), allora la (4.26) non ha soluzioni reali (cioè è impossibile) in quanto il 
polinomio P(x) è sempre positivo o sempre negativo al variare di x, perciò non si 
annulla mai; 
 (2) se n è pari e a e c sono discordi (cioè hanno segno diverso), la (4.26) ammette 
due radici reali ed opposte che si esprimono nel modo seguente: 
(4.27)  x
c
a
n
1 2, = ± − ; 
 (3) se n è dispari, la (4.26) ammette una sola soluzione reale, la cui espressione è: 
(4.28)  x
c
a
n= −  
avente lo stesso segno di −
c
a
. 
Esempio 4.19 
 Si consideri l’equazione: 
   27 83x +  = 0 
 di tipo (4.26) con n dispari: essa ammette una sola soluzione reale che si 
determina ricavando x 3: 
   x 3
8
27
= −  
ed estraendo in entrambi i membri la radice cubica, ossia applicando la (4.28): 
   x = − = −
8
27
2
3
3 . 
 
Esempio 4.20 
 Si consideri l’equazione: 
   81 16 04x − = . 
 E’ binomia con n pari e con i coefficienti discordi (cioè del tipo (2) 
precedentemente trattato), quindi ammette due soluzioni reali ed opposte, che si 
calcolano utilizzando la (4.27): 
   x1 2 4
16
81
2
3,
= ± = ± . 
 
 
Esempio 4.21 
 Si consideri l’equazione: 
   x 6 64 0+ = . 
 E’ binomia con n pari e con i coefficienti concordi (cioè del tipo (1) 
precedentemente trattato), quindi non ammette soluzioni reali: infatti il binomio 
x 6 64+  è sempre positivo al variare di x in R. 
 
 Si conclude il paragrafo, trattando equazioni di grado superiore al secondo dette 
equazioni trinomie. Queste sono equazioni del tipo (4.5) con P(x) = ax bx cn n2 + + , 
ossia: 
(4.29)  ax bx cn n2 + + .   
  La (4.29) si risolve ponendo t x n= , quindi determinando le soluzioni 
dell’equazione di secondo grado nell’incognita t che ne risulta: 
   at bt c2 0+ + =  
attraverso la formula (4.22), ed infine risolvendo le due equazioni binomie: 
   
x t
x t
n
n
=
=
1
2 .
 
 Il lettore noti che le equazioni biquadratiche costituiscono un sottoinsieme delle 
equazioni trinomie, in quanto la (4.25) si ottiene dalla (4.29) assegnando ad n il 
valore 2. 
 
Esempio 4.22 
 Si consideri l’equazione: 
   x x6 36 27 0+ − = . 
 Visto che compaiono solamente due potenze dell’incognita x, l’una con 
esponente doppio dell’altra, l’equazione assegnata è trinomia e il valore di n è 3. 
Perciò si pone t x= 3 e si risolve l’equazione di secondo grado: 
   t t2 6 27 0+ − =  
ottenendo: 
   
t
t
1
2
9
3
= −
=
 . 
 Infine si risolvono le due equazioni binomie: 
   
x
x
3
3
9
3
= −
=
 
ottenendo le seguenti soluzioni dell’equazione assegnata: 
   
x
x
1
3
2
3
9
3
= −
=
 . 
 
Esempio 4.23 
 Si consideri l’equazione: 
   x x6 32 8 0+ + = . 
 Compaiono solamente due potenze dell’incognita, l’una con esponente doppio 
dell’altra, quindi l’equazione è di tipo (4.29) e il valore di n è 3. Perciò si pone 
t x= 3  e si ottiene l’equazione di secondo grado: 
   t t2 2 8 0+ + = . 
 Poiché il suo discriminante è Δ = − = − <4 32 28 0 , tale equazione non ha 
soluzioni reali e ciò vale anche per l’equazione trinomia assegnata. 
 
 
 
4.10 Sistemi lineari di due equazioni in due incognite 
 
 Si dice sistema lineare di due equazioni in due incognite reali x ed y, in forma 
canonica, l’espressione seguente: 
(4.30)  
ax by c
a x b y c
+ =
ʹ + ʹ = ʹ
⎧
⎨
⎩
 
dove  a, a’∈R  di dicono coefficienti dell’incognita x, analogamente b, b’∈R  si 
dicono coefficienti dell’incognita y  e c, c’∈R  si dicono termini noti. Se entrambi i 
termini noti si annullano, cioè c c= ʹ = 0 , il sistema lineare si dice omogeneo. 
 Risolvere un sistema lineare di due equazioni in due incognite x e y, significa 
determinare i valori x e y (ossia l’insieme delle coppie (x , y )) che, sostituiti alle 
incognite x e y, soddisfano entrambe le equazioni del sistema, rendendo pertanto 
identità le uguaglianze che seguono: 
   
ax by c
a x b y c
+ =
ʹ + ʹ = ʹ
⎧
⎨
⎩
 . 
 In altre parole, risolvere (4.30) significa determinare l’intersezione tra l’insieme 
delle soluzioni (coppie (x , y )) delle prima equazione e quello della seconda 
equazione. 
 A proposito del numero di soluzioni del sistema (4.30), si ha la seguente 
casistica: 
 (a) se ab a bʹ ≠ ʹ , ossia se i coefficienti delle incognite non sono proporzionali, il 
sistema (4.30) ammette una ed una sola soluzione e si dice determinato; ciò vale, ad 
esempio, per il seguente sistema: 
   
2 1
3 0
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎩
 
in cui 2 3 1 1⋅ ≠ ⋅ , che ammette, come si può facilmente verificare, come unica 
soluzione, la coppia 
3
5
1
5
,−
⎛
⎝
⎜
⎞
⎠
⎟; 
 (b) se ab a bʹ = ʹ  e bc cbʹ ≠ ʹ, ossia se i coefficienti delle incognite sono 
proporzionali tra loro ma non rispetto ai termini noti, il sistema non ammette 
soluzioni e si dice impossibile o inconsistente o non risolubile; ciò vale ad esempio 
per il seguente sistema: 
   
2 1
4 2 3
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎩
 
in cui 2 2 4 1⋅ = ⋅  e 1 3 1 2⋅ ≠ ⋅  ossia 
a
a
b
bʹ
=
ʹ
=
1
2
 e 
c
c
b
bʹ
= ≠ =
ʹ
1
3
1
2
 (questa scrittura 
ha significato poiché i coefficienti delle incognite e i termini noti nella seconda 
equazione sono diversi da zero); 
 (c) se ab a bʹ = ʹ  e bc cbʹ = ʹ, ossia se i coefficienti delle incognite sono 
proporzionali tra loro e anche rispetto ai termini noti, il sistema ammette infinite 
soluzioni e si dice indeterminato; ciò vale ad esempio per il seguente sistema: 
   
2 1
4 2 2
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎩
 
in cui 2 2 4 1× = ×  e 1 2 1 2× = ×  ossia 
a
a
b
b
c
cʹ
=
ʹ
=
ʹ
=
1
2
(questa scrittura ha 
significato poiché i coefficienti delle incognite e i termini noti della seconda 
equazione sono diversi da zero). 
 Si analizzano ora, attraverso alcuni esempi, i seguenti quattro metodi per 
determinare le soluzioni di un sistema del tipo (4.30): metodo di Cramer, metodo di 
sostituzione, metodo di riduzione (o di somma), metodo del confronto. 
 
 Metodo di Cramer 
 La trattazione della regola di Cramer, rende necessaria l’introduzione di un ente 
matematico, chiamato determinante (di ordine due), che è un numero determinabile, 
attraverso una semplice formula, a partire da quattro numeri  a, a’, b, b’, disposti in 
una tabella costituita da due righe e due colonne, che viene detta matrice (di ordine 
due) e si indica nel modo seguente: 
(4.31)  
a b
a bʹ ʹ
⎡
⎣
⎢
⎤
⎦
⎥ . 
 Si dice determinante della matrice (4.31) e si indica con: 
(4.32)  
a b
a bʹ ʹ
, 
oppure con la lettera greca Δ, il numero seguente: 
   ab a bʹ − ʹ  
ossia il risultato della differenza tra il prodotto degli elementi della diagonale 
principale e quello degli elementi della diagonale secondaria della matrice. 
 Se si considera il sistema lineare (4.30), la (4.31) si dice matrice dei coefficienti 
del sistema (4.30). 
 Dal valore del determinante (4.32) si deduce se il sistema (4.30) è determinato o 
meno, come asserisce il seguente teorema di Cramer: 
 un sistema del tipo (4.30) ammette una ed una sola soluzione, ossia è 
determinato, se e solo se il determinante (4.31) della matrice dei coefficienti è 
diverso da zero. 
 Ogni sistema che soddisfa il teorema di Cramer si dice sistema di Cramer. 
 Si richiama ora la formula, detta regola di Cramer, che consente di determinare 
l’unica soluzione di un sistema di Cramer: indicando con  Δx  e Δy  i seguenti 
determinanti: 
   Δx
c b
c b
cb c b=
ʹ ʹ
= ʹ − ʹ  e    Δy
a c
a c
ac a c=
ʹ ʹ
= ʹ − ʹ , 
le incognite del sistema si determinano nel modo seguente: 
(4.33)  x
x
=
Δ
Δ
 ; y
y
=
Δ
Δ
. 
 Il lettore noti, osservando le uguaglianze (4.31), che è possibile applicare la 
regola di Cramer solo se Δ ≠ 0 , in quanto Δ  compare al denominatore!). 
  
Esempio 4.24 
 Si consideri il seguente sistema lineare: 
   
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎩
2 0
2 3 1
. 
 Innanzitutto il sistema è di Cramer poiché: 
   Δ = = × − × = − ≠
1 2
2 3
1 3 2 2 1 0 
dunque la sua unica soluzione può essere determinata con la regola (4.33): 
   x
x
=
Δ
Δ
=
0 2
1 3
1
0 3 2 1
1
2
1
2
−
=
× − ×
−
=
−
−
=  
   y
y
=
Δ
Δ
=
−
=
× − ×
−
=
−
= −
1 0
2 1
1
1 1 0 2
1
1
1
1. 
 Quindi l’unica soluzione del sistema lineare considerato è (2,-1). 
 
Esempio 4.25 
 Si consideri il seguente sistema lineare: 
   
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎩
2 0
2 4 1.
 
 Il sistema considerato non è di Cramer poiché: 
   Δ = = × − × =
1 2
2 4
1 4 2 2 0 
e quindi non è risolubile con la regola di Cramer. Poiché il sistema non ammette una 
sola soluzione, restano le possibilità che ne ammetta infinite oppure nessuna: per 
capire in quale caso ci si trova basta osservare che: 
   
a
a
b
b
c
cʹ
=
ʹ
= ≠
ʹ
=
1
2
0 
da cui si deduce che il sistema assegnato è impossibile. 
 
 Il lettore rifletta ora sulla condizione Δ ≠ 0 : 
   Δ ≠ 0  ⇔ ab a bʹ − ʹ ≠ 0 ⇔ ab a bʹ ≠ ʹ  
pertanto il determinante della matrice dei coefficienti  del sistema (4.30) è diverso da 
zero se e solo se vale la condizione (a) riguardante le soluzioni di (4.30). 
 
 L’obiettivo di ciascuno dei tre metodi seguenti è quello di ottenere, a partire da 
due equazioni in due incognite, un’equazione equivalente a queste (cioè con le stesse 
soluzioni) ma contenente un’incognita sola; ciò che differenzia i metodi tra di loro è 
il procedimento per raggiungere tale scopo. 
 
 Metodo di riduzione 
 Consiste nella somma algebrica tra opportuni multipli delle due equazioni 
assegnate: tale operazione sulle equazioni viene scelta con lo scopo di eliminare una 
delle due incognite nell’equazione risultante. Si chiarisce tale procedimento  
risolvendo il sistema dell’esempio 4.25 e quello dell’esempio 4.26. 
 Moltiplicando ambo i membri della prima equazione del sistema per -2 (ciò non 
modifica le soluzioni di tale equazione, per il primo principio di equivalenza) si 
ottiene: 
   
− − =
+ =
⎧
⎨
⎩
2 4 0
2 4 1
x y
x y
 . 
 A questo punto basta eseguire la somma termine a termine tra le due per ottenere 
un’equazione equivalente alle precedenti, che ha il vantaggio di essere più semplice, 
in quanto si eliminano entrambe le incognite: 
   
− − =
+ + =
⎧
⎨
⎩
2 4 0
2 4 1
x y
x y
 
 
    0 = 1 . 
 L’equazione ottenuta è impossibile, poiché non esistono numeri reali che 
sostituiti a x e a y la soddisfano: ciò permette di concludere che anche il sistema 
lineare considerato non è risolubile. Si noti che ciò è in accordo con la condizione 
(b) relativa alle soluzioni del sistema (4.30), poiché il sistema considerato soddisfa: 
   
a
a
b
b
c
cʹ
=
ʹ
= ≠
ʹ
=
1
2
0. 
 
Esempio 4.26 
 Si consideri il seguente sistema lineare: 
   
2 3 1
2 4
x y
x y
+ =
− =
⎧
⎨
⎩
 . 
 Moltiplicando la seconda equazione per - 2 si ha: 
   
2 3 1
2 4 8
x y
x y
+ =
− + = −
⎧
⎨
⎩
  
da cui, sommando termine a termine le due equazioni: 
   
2 3 1
2 4 8
x y
x y
+ =
− + = −
⎧
⎨
⎩
 
 
    7y = -7 
si ottiene il seguente sistema equivalente: 
   
2 3 1
7 7
x y
y
+ =
= −
⎧
⎨
⎩
 
che ha il vantaggio di contenere un’equazione in una sola incognita. Risolvendo 
quest’ultima si ha: 
   
2 3 1
1
x y
y
+ =
= −
⎧
⎨
⎩
 
e, sostituendo il valore ottenuto per y nella prima equazione, si ottiene un’equazione 
nella sola incognita x, che risolta fornisce: 
   
x
y
=
= −
⎧
⎨
⎩
2
1
 . 
 Dunque il sistema lineare assegnato è determinato, con soluzione (2,-1). 
 
 Metodo di sostituzione 
 Assegnato un sistema di tipo (4.30), tale metodo consiste nell’esprimere 
un’incognita in funzione dell’altra modificando una delle due equazioni: ad 
esempio, nella prima equazione,  x in funzione di y (se a ≠ 0), cioè: 
   
x
c by
a
a x b y c
=
−
ʹ + ʹ = ʹ
⎧
⎨
⎪
⎩
⎪ .
 
 Dopodiché si sostituisce 
c by
a
−
 al posto della x nella seconda equazione, 
ottenendo così una nuova equazione, equivalente a ciascuna delle precedenti, in una 
sola incognita, la y: 
   
x
c by
a
a
c by
a
b y c
=
−
ʹ ⋅
−
+ ʹ = ʹ
⎧
⎨
⎪
⎪
⎩
⎪
⎪ .
 
 A questo punto basta risolvere la seconda equazione per ottenere il valore di y, 
che, sostituito nella prima equazione, fornisce il valore di x. 
 Per chiarire tale procedimento, si applica il metodo di sostituzione  al sistema 
dell’esempio 4.26. Determinando l’espressione di x in funzione di y nella seconda 
equazione si ha: 
   
2 3 1
2 4
x y
x y
+ =
= +
⎧
⎨
⎩
 . 
 Sostituendo l’espressione della x in funzione di y nella prima equazione, si 
ottiene un’equazione nella sola incognita y: 
   
2 2 4 3 1
2 4
7 7
2 4
( )y y
x y
y
x y
+ + =
= +
⎧
⎨
⎩
⇒
= −
= +
⎧
⎨
⎩
 . 
 Si determina quindi y risolvendo la prima equazione del sistema ottenuto dal 
passaggio precedente, ottenendo y = - 1, valore che, sostituito nella seconda 
equazione, al posto della y, completa la risoluzione del sistema: 
   
x
y
=
= −
⎧
⎨
⎩
2
1
 . 
 
 Metodo del confronto 
 Il procedimento su cui si basa tale metodo per ottenere un’equazione in una sola 
incognita, ed equivalente alle due assegnate, consiste nell’esprimere la stessa 
incognita in funzione dell’altra nelle due equazioni assegnate e nell’uguagliare le 
due espressioni ottenute. Ad esempio, esprimendo in entrambe le equazioni di un 
sistema assegnato del tipo (4.30) la x in funzione di y si ha (se a ≠ 0): 
   
x
c by
a
x
c b y
a
=
−
=
ʹ − ʹ
ʹ
⎧
⎨
⎪
⎪
⎩
⎪
⎪
 
da cui, uguagliando le due espressioni della x in funzione della y, si ottiene il 
sistema: 
   
c by
a
c b y
a
x
c b y
a
−
=
ʹ − ʹ
ʹ
=
ʹ − ʹ
ʹ
⎧
⎨
⎪
⎪
⎩
⎪
⎪
 
in cui la prima equazione contiene solo l’incognita y. Si calcola quindi y risolvendo 
tale equazione e quindi il valore di x sostituendo il risultato relativo a y nella 
seconda equazione. 
 Riconsiderando il sistema dell’esempio 4.26 e risolvendolo col metodo del 
confronto si ha: 
   
x
y
x y
=
− +
= +
⎧
⎨
⎪
⎩
⎪
3 1
2
2 4
 
da cui: 
   
2 4
3 1
2
2 4
y
y
x y
+ =
− +
= +
⎧
⎨
⎪
⎩
⎪
 . 
 Risolvendo la prima equazione, si ottiene: 
   
y
x y
= −
= +
⎧
⎨
⎩
1
2 4
 
e, sostituendo il valore dell’incognita y nella seconda equazione, si ha: 
   
y
x
= −
=
⎧
⎨
⎩
1
2
 . 
 
  
Esempio 4.27 
 Si consideri il sistema lineare: 
   
x y
x y
+ =
+ =
⎧
⎨
⎪
⎩
⎪
2 4
1
2
2
 . 
 Poiché si ha: 
   
a
a
b
b
c
cʹ
=
ʹ
=
ʹ
= 2 
il sistema è indeterminato, cioè ammette infinite soluzioni. Essendo in tal caso Δ = 0
, la regola di Cramer non è applicabile per la risoluzione del sistema. 
 Per determinare le infinite soluzioni del sistema assegnato, si può utilizzare uno 
qualsiasi dei tre metodi: di sostituzione, di riduzione, del confronto. Si procede 
utilizzando quello di riduzione. 
 Moltiplicando la seconda equazione per -2, si ha: 
   
x y
x y
+ =
− − = −
⎧
⎨
⎩
2 4
2 4
 
e, sommando termine a termine le due equazioni sopra: 
   
x y
x y
+ =
− − = −
⎧
⎨
⎩
2 4
2 4
 
 
    0 = 0 
si ottiene un’equazione indeterminata, in quanto verificata per tutte le coppie di 
numeri reali. Il sistema si riduce pertanto ad un’unica equazione in due incognite: 
   
x y
x y
+ =
=
⎧
⎨
⎩
⇒ + =
2 4
0 0
2 4. 
 Tale equazione ammette infinite soluzioni che si determinano assegnando un 
valore arbitrario reale ad una delle due incognite, scelta a piacere e detta variabile 
libera, e determinando, in corrispondenza, il valore dell’altra incognita. Ad esempio, 
scegliendo y come variabile libera, si ha: 
   x y= − +2 4  
quindi le infinite soluzioni del sistema lineare assegnato hanno la seguente 
espressione: 
   (- 2y + 4, y) ∀y∈R 
e quindi ciascuna si esse si ottiene assegnando ad y un qualsiasi valore reale: 
   (- 2, 0), ( 2, 1), (0, 2), ... 
